Le principe de scindage et l'inexistence d'une K-théorie de milnor globale  by Thomason, R.W.
T.pdogy VoL 31. No. 3. pi. 371-W. 1992 
PImInd in Great Bnuin 
ooa9383M u.00 + 0.00 
0 1992PeqummRcuLti 
LE PRINCIPE DE SCINDAGE ET L’INEXISTENCE D’UNE 
K-THEORIE DE MILNOR GLOBALE 
R. w. THOMASON? 
(Received 16 January 1991; in reuisedjiirm 3 June 1991) 
LES K-groupes de Milnor K:(k) dun corps ou dun anneau local k possedent une jolie 
presentation algibrique: cet anneau gradui anti-commutatif est engendre par le ;roupe des 
unites de k, k* = Kf’(k), modulo la relation de Steinberg [x] u [ 1 - xJ = 0 lorsque et x et 
1 - x sont des unites de k ([3]. [17]). On ne connait pas une telle presentation algebrique 
des K-groupes de Quillen K,(k), d&finis par des moyens topologiques qui dtbordent le 
cadre alglbrique traditionnel. Mais Quillen a dtfini les K-groupes K,(X) pour tous les 
schemas X, donnl de nombreuses uites exactes qui reiient ces groupes en situations 
diverses, et rlvllt les liens entre ces groupes et certaines questions classiques de la geometric 
alglbrique, surtout avec la theorie des intersections [18]. Done quelques algebristes ont 
song5 a trouver une K-thtorie de Milnor globale, a prolonger K;(k) en un foncteur difini 
sur les varietis lisses sur k, qui jouisse dc quelques-unes des bonnes prop&es globales de la 
K-theorie dc Quillcn. En supposant une liste bien modeste de telles proprietts, je dimontre 
qu’une telle K-theorie dc Milnor globale n’existe pas. La strategic est de demontrer un 
resultat de minimalite de la K-theorie de Quillen, le Thiortme 1.10. On se donne une 
application naturelle ‘I: F + K oti F soit une thlorie multiplicative qui satisfait aux axiomes 
simples ci-dessous (1.1-1.5 ou 1.9). Gross0 modo, on demande que F sur la categoric des 
varietes lisses sur k satisfasse aux proprietb d’homotopie, de Mayer-Vietoris et de localis- 
ation relative aux diviseurs de Cartier lisses, comme fait la K-theorie algtbrique, et que la 
fleche canonique des unites GI, + K, se factorise naturellement a travers q: F, -, K,. Alors 
le theortme &once que le morphisme q ,,: F,(k) + K,(k) est surjectif. Or, on sait que le 
morphisme canonique K:(k) + K,(k) n’est pas surjectif puisque l’anneau gradut K,(k) 
n’est pas engendrt en tant qu’anneau par k* = K,(k), comme Test K:(k). Ainsi, il n’existe 
pas de prolongement de K:(k) en une thtorie globale F, qui satisfasse aux axiomes. 
En un sens, cette minimalitt de la K-theorie de Quillen dit que ia K-thtorie de Quillen 
est engendree par GL, en tant que foncteur qui satisfasse aux axiomes. Mais cette propriett 
n’est pas compatible avec celle de prendre valeurs parmi les anneaux grad& engendres au 
sens na’if par les elements de de& 1. 
On peut esperer avoir des applications positives de ce risultat de minimaliti. Plusieurs 
gens ont fait beaucoup de travail pour donner des bornes infkieures a la K-thiorie 
algibrique en construisant des classes caracttristiques vers d’autres theories plus calcu- 
lables, vers la cohomologie &ale, la cohomologie de Deligne ou l’homologie cyclique, pour 
ditecter des elements des K-groupes. Ce qui manque actuellement, ce sont des bornes 
supkeures. Le thtortme de minimalite en donnerait quelques-unes, i l’on savait construire 
des theories convenables munics des fliches ‘I: F + K telles que l’on puisse calculer les 
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groupes F,(k). I1 se peut que les travaux actuels sur des theories de “cohomologie 
motivique” en foumiront des examples. C’est aussi une mlthode lventuelle pour demontrer 
la conjecture suivante de Suslin [20]: Soit k un corps qui contient un corps algibriquement 
clos k,; alors I’anneau grad& des K-groupes K,(k) soit engendrl en tant qu’anneau par les 
unites k* = K,(k) et K,(k,). La version mod I de cette conjecture serait aussi trb 
intlressante, et peut-etre plus facile a vk-ifier en utilisant la variante mod 1 de 1.10, puisqu’il 
est plus facile de construire une theotie F qui satisfasse a I’axiome d’homotopie 1.2 mod I 
(voir [23]). 
La demonstration de la surjectivite de F,(k) + K,(k) se ramlne a la surjectivite de 
F,(X) + K,(X) pour X un assemblage d’espaces affines sur k dans la configuration des 
faces d’une n-sphere simpliciale, g&e 8 la mithode de decalage de Dayton et Weibel [S]. 
On reduit la demonstration de la surjectivite de F,,(X) + K,(X) A celle de ce que les 
sommes dans K, de classes de faisceaux inversibles ont dans I’image de F,, en utilisant le 
principe de scindage classique pour justifier le remplacement de X par un fibre en drapeaux 
sur lequel une classe donnte en K,(X) va sur une telle somme. Or, ces sommes ont dans 
I’image de F, puisque la fonction canonique Pit(X) -, K,(X) se factorise comme 
Pit(X) -, F,(X) 4 K,(X), ce qui ressort de I’axiome de Mayer-Vietoris et de la factoris- 
ation GI, + F, + K,. Pour reussir cet argument, il faut prolonger F en une thiorie dttinie 
sur certains X qui sont singuliers, sur des fib& en drapeaux sur la n-sphere singulitre de 
Dayton-Weibel.,Ceci est fait en $3, apres I’ttude de F dans le cas lisse faite en $2. La 
demonstration du theortme est terminee en $4. 
On reduit beaucoup de problemes en K-theorie des schemas au cas de corps en utilisant 
les resultats de localisation de Quillen Cl83 et de Thomason-Trobaugh [22]. Dans cet 
article on a un exemple du pro&de inverse: pour demontrer que F.,,(k) + K,(k) est surjectif 
pour un corps k, on considere le comportement de F et dc K sur dcs schemas globaux de 
type fini sur k, un cadre ou on dispose de plus d’outils et de constructions auxiliaires. Pour 
d’autres exemples de riussites de ce pro&d% on peut voir [21] $3 et le calcul de Suslin des 
K-groupes mod 1 dcs corps separablement clos ([ 191. [20]) lequel utilise les jacobiennes et 
les K-groupcs des courbes. 
51. L’kNONCh DES AXIOMES ET DU THkORi?ME PRINCIPAL 
Je commence par Cnoncer les axiomes simples auxquels on souhaite qu’une bonne 
theorie satisfasse. Je donne d’abord les axiomes pour les theories qui prennent leurs valeurs 
dans la categoric des spectres au sens de la topologie algebrique ([2] part II) comme le fait 
la K-theorie de Quillen. La liste des axiomes pour les theories qui ne sont definies qu’au 
niveau des anneaux grad&s est plus longue et elle est donnte dans la suite en 1.9. 
Cadre gtnhl 1.1. Soient k un corps, et F, un foncteur contravariant sur la catdgorie 
qpL.isse(k) des schemas quasi-projectifs et lisses sur k, vers la categoric des anneaux graduts 
anticommutatifs. On suppose que F, posside un substrat: c’est-a-dire que les F, soient les 
groupes d’homotopie d’un foncteur contravariant F sur qplisse(k) vers la catlgorie des 
spectres multiplicatifs. (Un objet de cette catlgorie est un spectre R au sens de la topologie 
algebrique muni d’une multiplication m: R A R + R, d’une unite Z* + R et d’homotopies 
d’associativite, de commutativiti et d’unitaritt Un morphisme dans cette catlgorie respecte 
strictement la multiplication, I’unite et les homotopies. Cf. [16]). Soit q: F + K une 
application naturelle de spectres multiplicatifs vers le spectre de la K-theorie algebrique: elle 
induit une application naturelle des anneaux grad&s des groupes d’homotopie q: F, + K,. 
Enfin, on suppose que F,( 0) = 0. 
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L’axiome cfhomoropie 1.2. Pour chaque X quasi-projectif et lisse sur k, la projection sur 
X du produit de X et de la ligne affine A’ = Spec(k[ TJ) induit des isomorphismes: 
F*(X)=9 F,(X x A’). (1.2.1) 
L’axiome de Mayer-Vietoris 1.3. Si X = U v V, oti U et V sont deux sous-schemas 
ouverts de X, alors il existe une suite exacte naturelle de Mayer-Vietoris: 
. ..~F.(UuV)~F,(ZI)~F,(V)-rF,(Un V)+F,_,(UuV)-+***. (1.3.1) 
C’est la suite exacte canonique des groupes d’homotopie associte a une fibration homotopi- 
que naturelle 
F(UU V)-+F(LI) x F(V)+F(Un v). (1.3.2) 
L’axiome d’unitPs 1.4. Le morphisme canonique BGL, -+ K de foncteurs vers la cat- 
igorie des espaces topologiques (en oubliant la structure additionnelle de spectre sur K) se 
factorise naturellement a travers ‘I: 
* 1 
BGL,+ Fd K. (1.4.1) 
Done, la fltche induite a partir du groupe des unites GL,(X) = l-(X, Ox)* vers K,(X) se 
factorise a Wavers q: F,(X) -+ K,(X). 
L’axiomefaible de localisation 1.5. Soient X un schema quasi-projectif et lisse sur k, et 
i: Y -+ X l’immersion fcrmte dun diviseur de Carticr effcctif tel que Y est aussi lisse sur k. 
Alors il existe une suite exacte de F,(X)-modules gradub: 
1. 
,..-*F,(Y)-+F.(X)F:F,(X-Y)~F,_,(Y)-t,... (1.51) 
Cette suite est compatible via q avec la suite exacte de X,(X)-modules qui ressort du 
theortme de localisation de Quillen ([IS] $7 Proposition 3.2 et $7.1). De plus, on requiert 
que: 
1.5.a: Cette suite est naturelle relativement aux morphisms f: X’ -+ X tels que Y’ = 
X x r Y + X’ est un diviseur de Cartier effectif avec Y’ lisse sur k (c’est-B-dire naturelle 
relativement aux morphismes f transversaux a Y -, X au sens de [12] IV 17.13.3). 
1.5.b: Dans le cas ou X est la ligne, X = Spec(k[ Tj), et i: Y -+ X est la section nulle, 
Spec(k = k[Tj/T) + Spec(k[n), et done ou X- Y = Spec(k[T, T-l]), le bord d de la 
suite 1.5.1 satisfait a i3T = 1 dans I’anneau F,(X). (Ici, T signifie I’image de I’uniti T de 
k[T, T-‘1 par le morphisme 4: GL,(k[T, T-l])+ F,(k[T, T-l]) de 1.4.) 
Remarque 1.6. Bien entendu, les X en qplisse(k) sont des schemas riguliers, noethiriens 
et &pares, ainsi sur eux le foncteur K de la K-thtorie algibrique tquivaut au foncteur de la 
K’-theorie de [l&I] $7, et done satisfait a tous ces axiomes. 
Remarque 1.7. L’axiome faible de localisation ne sert qu’a dimontrer la formule de 
Grothendieck 2.4.1 pour F, d’un fibre projectif. Ainsi I’on peut remplacer cet axiome par 
cette formule. 
Remarque 1.8. Un algtbriste pur et dur pourrait s’opposer a I’hypothtse que les F, 
soient les groupes d’homotopie d’un foncteur vers la categoric de spectres, en niant qu’une 
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bonne theorie doive avoir des structures au-deli celle d’anneaux grad&s qui se mettent 
dam des suites exactes diverses. Mais a moins que l’on ne requitre une longue liste 
d’axiomes plus complexes pour F,, on aura besoin de quelque substrat homologique de F, 
pour faire un travail serieux. Dans tous les domaines d’application de l’algebre homologi- 
que classique, dans la glomitrie algebrique comme dans la topologie algebrique, les 
demonstrations des risultats fondamentaux dependent de l’utilisation des complexes qui 
soutiennent les groupes d’homologie plus en vue. On ne saurait pas demontrer ces resultats 
si l’on se passait de ces substrats, en se servant seulement des renseignements exprimis au 
niveau de groupes d’homologie. Par exemple, dans la suite spectrale de Serre pour 
l’homologie de l’espace total d’une fibration F -+ E + B, le terme E:,, = H,(B; H,(F)) est 
determine par les groupes d’homologie de B et de F et par l’action de n,(B) sur H,(F), mais 
les differentielles de la suite spectrale, et ainsi les termes EL., pour r 2 3, ne le sont pas. 11s 
dependent de structures plus profondes dans les complexes de chaines, qui sont done 
necessaires pour la construction de cette suite spectrale. 
Puisque I’on s’attend a avoir des suites spectrales pour une bonne theorie F, (par 
exemple, une suite spectrale de descente cohomologique comme en 2.1.2 ci-dessous), on 
aura besoin d’un substrat pour les construire et determiner leurs differentielles. Or, parmi 
les substrats lventuels connus, le moins contraignant est celui des spectres. Chaque 
complexe de groupes ablliens lquivaut a un spectre d’Eilenberg-MacLane generalist!; ainsi 
I’hypothese que le substrat de F soit des spectres erait implique par I’hypothcse plus naive 
et itroite que le substrat soit dcs complexes de groupes abeliens. 
On sait quc la K-thloric de Quillcn posstdc dcs spectres comme substrat, tandis qu’il est 
impossible de lui donncr un substrat dc groupcs abcliens. D’autre part la categoric 
d’homotopic dcs spcctres, la catcgorie d’homotopic stable, est une categoric triangulle au 
scns dc Grothcndicck -Vcrdicr, ct done ndmct toutcs lcs constructions d’algcbre homologi- 
quc classiquc formulccs en tcrmcs de categories dcrivccs (voir [2 I] 95). Par excmple, on a un 
spcctrc d’hypcrcohomologic associc li un prefaisccau de spcctrcs ur un schema et ainsi une 
suite spcctralc canoniquc d’hypcrcohomologic ([21] $1). L’hypothcsc que F prenne ses 
valcurs dans la catcgorie des espaces topologiques erait plus gtnerale que la ndtre, mais elle 
n’est pas aussi commode. Dans ce cas les suites exactes disparaitraient apres avoir atteint 
n,(F), qui d’ailleurs n’aurait pas necessairement la structure d’un groupe abelien en plus de 
celle d’un ensemble point& tandis que les suites exactes qui proviennent de spectres 
continuent a travers les groupes d’homotopie en degrls nigatifs d&finis sur les spectres. Les 
suites spectrales associees aux F qui prennent leurs valeurs dans la cattgorie des espaces 
seraient “frangtes” (la terminologie de [6] IX 94; l’epithtte “amputees” aurait ttC plus 
exacte); elles ne sont pas entierement des suites spectrales elon la definition ordinaire. 
MalgrC nombreux de tels ennuis, toute la demonstration ci-dessous ’adapterait bien au cas 
ou F prend ses valeurs dans la categoric des H-espaces commutatifs a homotopie pres et 
munis d’une structure multiplicative telle que F, soit un anneau anticommutatif. Mais je 
prefere limiter I’exposi au cas plus simple de spectres. 
Variante 1.9. Enfin, if serait possible de renoncer a un substrat, quitte a accepter une 
liste plus lourde d’axiomes, qui contient toutes les constructions auxiliaires et les suites 
spectrales dont on aura besoin, lesquelles eraient des consequences des axiomes simples 
1.2-1.5 ci-dessus i I’on avait un substrat. Par exemple, on peut verifier que la liste suivante 
suffirait pour adapter la demonstration en $234: 
On suppose que F, est un foncteur contravariant sur la categoric des schimas quasi- 
projectifs sur k, prcnant ses valeurs dans la cattgorie des anneaux graduls anticommutatifs. 
Soit q: F, + KH, une application naturelle d’anneaux grad&s vers la K-theorie homotopi- 
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que de Weibel[24]. (Puisqu’il existe une application naturelle K, + KH, qui est mZme un 
isomorphisme sur les schtmas lisses sur k, cette hypothise est moins exigeante que 
l’hypothese dune f&he F, + K,.) On retient les axiomes d’homotopie 1.2 et de localisation 
faible 1.5 pour X quasi-projectif et lisse sur k: ces axiomes ne mentionnent pas de substrat. 
On remplace I’axiome de Mayer-Vietoris 1.3 par l’hypothise dune suite exacte naturelle 
1.3.1, a laquelle on ajoute l’hypothese dune suite spectrale de descente cohomologique 
comme 2.1.2 pour X quasi-projectif sur k. On suppose aussi pour chaque recouvrement fini 
de X par des sous-schbmas fern& {Xi}, qu’il existe une suite spectrale de Cech: 
,q-q = @ F,(X, n X,, A. . . n X,J * Fq-r(X). (1.9.1) 
(Celle-ci sert a remplacer 4.3.1 et 3.5.3.2.) Enfin, le nouvel axiome d’unites dit que pour 
chaque X quasi-projectif sur k, il existe une fltche naturelle GL,(T(X, 0,)) + F,(X), telle 
que le compose CL, + F, + KH, &gale le compose des morphismes canoniques 
CL, -, K, + KH,. De plus, on suppose que la fleche induite Pit(X) = 
H ’ (X; G L, ) + H ’ (X; FL ) se reltve dans la suite spectrale de descente cohomologique pour 
F,(X) en une application naturelle d’ensembles Pit(X) -+ F,(X) telle que le compost 
Pit(X) -+ F,,(X) + KH,(X) &gale le compose canonique Pit(X) + K,(X) + KHJX). 
(Tout cela ressort de l’axiome de Mayer-Vietoris d’apres 2.2 lorsque Ton suppose que F 
prenne ses valeurs dans la categoric des spectres.) 
Alors, en faisant toutes ces hypotheses, on peut conclure que F,(k) + KH,(k) = K,(k) 
est surjectif. Je laisse les details de I’adaptation de I’argument ci-dessous au soin de lecteurs 
qui s’y interessent. D’ailleurs, les plus ambitieux puissent combiner les id&es de 3.4 et de 4.3 
ci-dessous et Ies methodes de [I] pour demontrer que sous ces hypotheses les groupes 
F,(X) sont bien Ies groupes d’homotopie d’un spectre canonique F(X). Mais rentrons dans 
le cadre general 1.1. 
Tt&ORtiME I. IO. Soienf k un corps, F un foncteur contravariant sur la cattgorie qpLisse(k) 
des schemas quasi-projectifs et lisses sur k vers la categoric de spectres multiplicatifs, et 
n: F -B K une application naturelle de F vers la K-theorie alglbrique, tous comme en 1.1. On 
suppose que F satisfair aux axiomes d’homotopie, de Mayer-Vietoris, &unites et de localis- 
ation, 1.2-1.5. Alors pour chaque X quasi-projectif et lisse sur k le morphisme 
n: F,(X) + K,(X) est surject$ En parciculier, F,,(k) --, K,(k) est surjectif 
COROLLAIRE 1.11. Soit k un corps. il n’existe pas un foncteur KM, contraoariant sur la 
caregorie des schkmas quasi-projectifs et lisses sur k, muni dune application naturelle 
n: KM + K, qui satisfasse aux axiomes 1.1-1.5 et tel que les Kf(k’) soient les K-groupes de 
Milnor pour tous les corps k’ qui sont des extensions s&parables de k obtenues par adjunction 
de racines de l’unite. 
Dem. Sinon, n(k): K:(k) + K,(k) serait surjectif d’aprts le Thtortme 1.10. Voire, n(k’) 
serait surjectif pour toutes les extensions &parables finies k’ de k, d’aprts 1.10 applique a 
KM restreint a la sous-categoric qpLisse(k’) de qpLisse(k). On verra que cela impliquerait 
une contradiction. Car on en conclurait que K,(k’) soit engendri comme anneau par K I (k’) 
= k’*, I’anneau de Milnor Kf;‘(k’) ltant engendre par Ky(k’) = k’*. Or, il est bien connu 
que I’anneau K,(k’) n’est pas engendrl par K,(k’), du moins lorsque k’ contient assez 
racines de I’unitl. Afin de le voir, on peut prodder a la man&e suivante. Pour k’ un corps 
quelconque, la structure d’un i.-anneau sur K,(k’) donne des operations d’Adams $J’ qui 
sont des homomorphismes d’anneau ([lS] $5, esp. 5.6; [I31 3.5). Sur K,(k’) = k’*, l’action 
de Gp est don& en notation multiplicative par tip(x) = xp. Done en notation additive I,+’ 
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agit par multiplication par p sur K,(k’). Si K,(k’) ltait engendre par K,(k’) alors I(IP agirait 
sur K,(k’) par multiplication par p”; c’est-a-dire que (JIp - p”)K,(k’) serait 0. Soit I 2 5 un 
entier premier qui n’est pas la caractiristique de k. La construction topologique des 1- 
operations permet de conclure qu’elles induisent des L-operations et ainsi des operations 
d’Adams sur les groupes de la K-thlorie modulo une puissance de 1, K/l:(k’) (voir [lS], 
[ 133). La suite exacte de coefficients universels 
0 + K,(k’) @Z/i’ -+ K/l;(k’) + Tor(K,_ ,(k’), Z/l’) -, 0 (1.11.1) 
donne que ($” - p”)(t,bp - p”-‘)K/l;(k’) serait 0 moyennant I’hypothese que K,(k’) soit 
engendrl par K, (k’). Quitte a passer a une extension Ctaie, on peut supposer que k’ contient 
une racine primitive Iv-&me de l’unitl. Alors cette racine 5 engendre un sous-groupe Z/l’ de 
K,(k’), qui se relive en un element de Bott Bdans K/l;(k’)d’apres la suite 1.11.1. Soit m 2 1. 
La puissance /3” dans K/l;,(k’) engendre un sous-groupe d’ordre I’: en effet Friedlander a 
demontre que /?” va via la fltche canonique de Dwyer-Friedlander sur un ginerateur du K- 
groupe &tale topologique KIl;pp (k) s Z/l’ de la cloture algebrique k de k’ (voir [21] 
Appendice A). Or, 1(1”(t) = p5 dans K,(k’), done $‘(/I) = pb dans K/l;(k’), et @‘(/I”) 
= p”B” dans K/l;,(k’). Ainsi, on aurait que (pm - p’“)(p” - pzm-‘)pm = 0 dans 
Z/l” 5 K/l;,(k’), c’est-a-dire que pzm( 1 - p”)( 1 - pm-‘) = 0 mod 1’. Mais, ce n’est pas vrai 
si I’on fixe p 2 2 puis prend ou 1 ou v assez grand. Cette contradiction implique que 
I’hypothbe que K,(k’) soit engendre par K,(k) est fausse pour quelque extension k’ de k 
par des racines convenables de I’unite, et done achive la dkmonstration du corollaire. H 
Rrmarquc 1.12. Weibel et Kahn m’ont indiqui: d’autres demonstrations, un peu moins 
elcmcntaires mais sous des hypotheses plus faibles, que le morphisme K:(k) + K,(k) n’est 
pas surjcctif et done qu’il n’existc pas de K-thloric de Milnor glob& sur les schcmas quasi- 
projcctifs et lisscs sur k. Par excmplc, si k est un corps dc nombrcs, on sait que K:(k) &I Q 
= 0 pour n 2 2, grlice a Garland [IO]. Or Its calculs dc Bore1 ([S] 12.2) donne quc 
K,(k) @ Q # 0 si n > 0 et si n et 1 sont congrus modulo 4. Done, la flcche 
K:(k) @ Q -, K,(k) @ Q n’est pas surjcctive, et on peut adapter notre argument pour 
demontrer qu’il n’existe mtme pas une K-thiorie de Milnor globale rationnelle Kr( ) @I Q 
sur la categoric des schemas quasi-projectifs et lisses sur le corps de nombres k. 
Reste a demontrer le ThCoreme 1.10. On le fait en $244 
52. DkMONSTRATION DU THtiORkME: L’kTUDE DE F SUR DES SCHkMAS LISSES 
PROPOSITION 2.1. Soient k un corps, X un schema quasi-projectif et lisse sur k, et F un 
foncteur qui satisfait aux axiomes 1.1-1.5. Alors le morphisme canonique d’augmentation uers 
le spectre d’hypercohomologie de F pour la topologie de Zariski sur X ([21] 9 1) est une 
equivalence d’homotopie: 
F(X) ; WX,,,; F). (2.1.1) 
Done il existe une suite spectrale, qui conuergefortement vers xc* W(X; F) I F,(X): 
Esaq = Hp(X,,,,; Fq) = Fq_P(X). (2.1.2) 
(Ici, Fq est le faisceau associC au prtifaisceau de groupes F,. On a assigni les indices p, q selon 
les conventions de Bousfield-Kan [6]; ainsi les d@rentielles vont: d,: Erq + E~**v‘J+~-‘.) 
Dem. Brown et Gersten ont dimontre que cela ressort de I’axiome de Mayer-Vietoris 
1.3; voir [7] Theoremes 3 et 4 ou [21] 2.5 et 1.36. n 
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Construction 2.2. L’application naturelle d’espaces 4: BGL, + F don&e par I’axiome 
d’unitts 1.4 induit une application naturelle des espaces d’hypercohomologie pour la 
topologie zariskienne: 
4: W(X,,; BGL!) + wx,,,; 0. (2.2.1) 
Ces espaces d’hypercohomologie sont comme en [7]. (Ou comme en [21] $1 apr&s avoir 
remplacC partout les spectres cosimpliciaux et les limites homotopiques de diagrammes de 
spectres par des espaces cosimpliciaux et des limites homotopiques de diagrammes 
d’espaces. En effet, BGL, est un spectre d’Eilenberg-MacLane, et done W(X; BGL,) autant 
que W(X; F) existe comme spectre, mais le morphisme 4 entre eux n’est qu’un morphisme 
d’espaces.) Puisque n,BGLI = 0 lorsque q # 1, tandis que n,BGL, = CL, = 6, est le 
groupe des unit&s, la suite spectrale d’hypercohomologie [21] 1.36, l’analogue de 2.1.2 pour 
n,W(X; BGL,), d&gin&e et donne un isomorphisme: 
n,W(X,,; BGL,) z H’-Q(X& &J. (2.2.2) 
En particulier, z,,W(X; BGL,) est isomorphe $ H’(X; t$,,) z Pit(X), le groupe de Picard 
des classes d’isomorphisme des faisceaux inversibles ur X. En prenant le morphisme induit 
sur lcO par le 4 de (2.2.1). compte tenu de (2.1.1), on trouve une application naturelle 
d’ensembles point&s. 
4: Pit(X) z H’(X,,,; CL,) + F,(X). (2.2.3) 
Le compost Pit(X) + F,(X) -+ K,(X) est bien l’application canonique qui envoie un 
faisceau inversible Y ur la classe [U] - [S,] en K,(X), oti [YJ est la classe de Y 
consid& comme faisceau localement libre de O,-modules, ce que I’on voit facilement en le 
rlduisant par naturaliti au cas oti F = K. 
PROPOSITION 2.3. Soienf k un corps, F unfoncteur qui satisfait aux axiomes 1.1-1.5 et X 
un schPma quasi-projectif et lisse sur k. Soit p: W + X un fib& oectoriel sur X, ou plus 
gt!nCralement, un torseur sous unfibre vecforiel. Alors p*: F(X) =+ F(w) esf une equivalence 
d’homotopie, c’est-d-dire que p+: F,(X) z F,( W) est un isomorphisme des groupes 
d’homotopie. 
DPm. Rapellons qu’un tel torseur W soit un schtma muni d’une action d’un fibre 
vectoriel Yen tant que schima en groupes sur X, tel que la fltche V x r W + W x y W qui 
envoie (v, w) sur (v + w, w) soit un isomorphisme de schCmas. Apr& restriction g un sous- 
schima affine ouvert queiconque U de X, le torseur WI CJ est trivial, isomorphe g VlU 
comme schtma muni d’une action de V, puisque I’ensemble des classes d’isomorphisme des 
V-torseurs ur U est isomorphe g H’( U; V) qui est nul pour U affine car Vest un faisceau 
cohirent. Prenons un recouvrement fini de X par des sous-schtmas ouverts et affines U, tel 
que le fibri vectoriel VI U, est libre, isomorphe a A” x U, sur chaque U,. Une rlcurrence sur 
le nombre m de sous-schtmas U, dans un tel recouvrement de X, en utilisant le lemme des 
cinq et les suites exactes de Mayer-Vietoris 1.3 pour X = Vu U = (U, u * * * u U, _ I) u U, 
et pour W=p-l(V)up-l(U)ramineleprobl~meaucas W= V=A” x U surX=U 
affine. Or ce cas ressort d’une ricurrence sur n permise par I’axiome d’homotopie 1.2 
puisque A” = A”- l x A’. n 
PROPOSITION 2.4. Soient k un corps, F un foncteur qui satisfait aux axiomes 1.1-1.5, X un 
schema quasi-projectif et lisse sur k, B un faisceau de Ox-modules localement libres de rang 
n + 1 et p: Pb, + X 1ejibrP projectif correspondant. On note x E F,(PI,) fimage du faisceau 
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inomible “rautologique” Cpl( 1) par le morphisme de 2.2.3. C#J: Pic(Pb,) --, F&l%?,). Alors on 
a un isomorphisme de F,(X)-modules grad&s: 
$“+l F,(X):F,(W,) (2.4.1) 
(a,, a,, - * . , a.)-p’(a*) + x’p*(a,) + xsp*(a,) + * * ’ + x”-‘p*(a,_~) + x”pl(a,). 
Ainsi F,(Pbx) esc un F,(X)-module libre sur la base { 1, x, x2, . . . , x”}. I1 en rtsulte que la 
mPme formule donne une @he qui esc une equivalence dhomotopie entre fl”’ ‘F(X) et 
FPb,). 
Dem. La fltche 2.4.1 est bien globalement dtfinie. La demonstration qu’elle est un 
isomorphisme se ramene au cas oti X est affine et d 2 0;’ 1 est libre, d’aprb une recurrence 
perrnise par l’axiome de Mayer-Vietoris comme dans la demonstration de 2.3. L’espace 
P’On+l est alors I’espace projectif Pi. Dans ce cas nous ajoutons I’inonce que x”+l = 0, et 
par recurrence sur n nous demontrons en meme temps ceci et que la t&he 2.4.1 est un 
isomorphisme. Ces deux inoncls pris ensemble sont equivalents a ce que la fleche 2.4.1 
donne un isomorphisme des anneaux F,(X)[x]/x”” 2 F,(Pb,). On commence la re- 
currence a n = 0, oti Pi = X, le morphisme 2.4.1 est lvidemment un isomorphisme, Opfl( 1) 
= 8x, et x1 = 4(0x) = 0. Pour faire le pas de recurrence, supposons que les Snonces ont 
deja aver&s pour n < N; il faut les verifier pour n = N. Soit i: Pi-’ + Pi I’immersion d’un 
hyperplan, provenant d’une immersion lineaire d’espaces projectifs sur k par un changement 
de base. Alors le complement Pz - [Fp:-’ est isomorphe a A,N. D’apres I’axiome 
d’homotopie 1.2 Ic compose F,(X) + F,(Pt) + F,(Gi) est un isomorphismc, done j*: 
F,(P;) + F,(At) est un epimorphisme scinde. Ainsi la suite exacte donnec par I’axiome 
faible de localisation 1.5 se d&coupe n suites exactes courtcs scindtes de F,(X)-modules: 
0 -+ F,(P;-‘): F,(P;)l: FJA;) -. 0. 
T 
F,(X; (2.4.2) 
Ces suites et les hypotheses de recurrence assurent que F,(lJ$) est un F,(X)-module libre 
sur la base { 1, i, 1, i,x, . . . , i,xN-‘}. Reste a dtmontrer que { 1, x, . . . , x”} est aussi une 
base et que xN+I = 0 dans F&P;). 
Puisque j*0ps(l) z OA, j*(x) = d(O) = 0. D’aprPs la suite exacte 2.4.2, on a x = i,(y) 
pour un ~EF,(P$-‘). Alors xN+’ = xNj,(y) = i,(xNy) = 0, parce que xN = 0 dans 
FO(P,N-‘) d’aprts une hypothise de recurrence. 
Pour que { 1, x, x2, . . . , x”} soit une base de F,( Pt), il suffit que x = bi,( 1) oti b est une 
unite de l’anneau F,(Pt), puisque cela donnerait que xk+l = bi,(x’) et qu’on a vu que 
{l,i,l,i,x ,,.., i,xNS1) est une base. Grace a la naturaliti du morphisme i, relative au 
changement de base par morphismes lisses 1.5.a, il suffit de demontrer que x = bi,( 1) pour b 
une unite dans le cas universe1 X = Spec(k). 
Considlrons d’abord le cas oti N = 1. Alors on dispose d’un recouvrement de P: par 
Spec(k[Tj)et Spec([T-I]), ou iP* s’identifie ri Spec(k[ 7J/r)~Spec(k[fl)~P*. D’apris 
I’axiome faible de localisation 1.5, il existe un diagramme commutatif dont les lignes sont 
des suites exactes scindees, I’une comme ci-dessus et I’autre grace a 1.5.b: 
0 + F,(k)% F&P;) i; F,(k[T-‘I) + 0 
1 f’ 1 f” 
O-B F,(k[T-J)ii F,(k[T, 7--‘])%F,_,(k)-+O. 
(2.4.3) 
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Le carre au milieu de 2.4.3 est le carre Mayer-Vietoris du recouvrement. Ainsi le hord aHv 
de la suite exacte de Mayer-Vietoris 1.3.1 se factorise en: 
F,(k[T, T-‘])-wzoker(i’* +f’*) z ker(j*)n ker(f*)HF,_,(P:). (2.4.4) 
Or, il ressort de l’axiome d’homotopie que f ‘* et j’* ont la meme image dans 
F,(k[ T, T-‘I), puisque c’est meme l’image de F,(k) + F,(k[ T, T-l]). De mtme, ker j* 
= kerf*, les deux itant Cgaux au noyau de la fleche induite sur Fn par la section 
Spec(k[ T-J/T = 1) = Spec(k[ T-‘]/T-l = 1) -+ IPi. Done, coker(j’* +f’*) = coker(j’*) 
= F,-,(k), kertj*)n ker(/*) = ker(j*) = F,_,(k), et le bord d,, se factorise $ travers des 
morphismes en 2.4.3: 
a ,,w: F,(k[T, T-‘]):F,_,(k) z F._,(k)l:F,_,(P:). (2.4.5) 
Puisque c’est un morphisme de F,(k)-modules gradues, l’isomorphisme au milieu de 2.4.5 
est donnl par multiplication par une unite de F,(k). Done nous voyons que dYY &gale i,a a 
une unite de F,,(k) pris. Or, d’apres 1.5.b pour TE F,(k[T, T-‘1) on a que dT = 1, et done 
dYY T egale i,dT = i, 1 a unite pres. D’autre part, le morphisme #J: 
W(X; BGL,) + W(X; F) z F(X) de la construction 2.2 est compatible avec les suites 
exactes de Mayer-Vietoris d’hypercohomologie: ainsi on a un diagramme commutatif 
kpT, T-l]* s H’(k[T, T-‘-J; G,) f F,(k[T, T-‘1) 
1 b 1 hw 
Pic(P:) z ff’(p:; G,) : Fo(p: ). 
(2.4.6) 
Puisque FfO(A:; &,) z k+ et que H’(Al; G,) z 0, une analyse facile de la suite exacte de 
Mayer-Vietoris pour H*( ; 6,) donne que d,, Test un generateur de Pic(P:) 2 Z, et done 
que aMy Test f [S(l)]. Ainsi, aMv T = f #(O( 1)) = f x dans F,(P:). I1 en ressort que i, 1 
= d,, T = x A une unite de F,(k) pres, ce qui acheve la demonstration du cas N = 1. 
Supposons maintenant que N 2 2. Choisissons un autre hyperplan f: P,N-l + Pr, 
transversal a i: PC-l + P,“. Alors l’intersection ilP”-’ n/PN-’ est isomorphe B !PNe2, qui 
n’est pas vide puisque N 2 2. D’aprts 1.5.a, on a le diagramme commutatif dont les lignes 
sont exactes: 
O-* Fo(PN-‘)A Fo(PN) A Fo(AN) -+O 
1 I’ 1 f’ 1 f’ (2.4.7) 
0 -, Fo(PN-2)s Fo(PN-‘)I;’ Fo(AN-‘) -+ 0. 
Par I’hypothbe de recurrence. F,( IFD,N- ’ ) est isomorphe I Fo(k)[x]/xN mime comme 
anneau. Puisque j*x = 0, on a que x = i,(y) pour un y = b, + b,x + - - * + bN_,xNwl 
element de F,(Pr- ’ ).Alorsx=(b,+b,x+*** +bN_,xN-‘)i+l,enconsiderantb=b, 
+ *“+bN_IXN-l comme une formule qui dtfinit un element de Fo(PftN). Pour que b soit 
une unite, il suffit que b. soit une unite dans le sous-anneau F,(k), puisque (b - b,) est 
nilpotent grace a ce que xN+ ’ = 0. Or, d’aprts l’hypothese de recurrence t la proposition 
d’homotopie 2.3, on voit en 2.4.7 que ker(j’+) est libre sur la base {x, x2, . . . , xN- ‘}. Done 
f*i,l = ii!‘* 1 = ii 1 = a,x + a,x2 + * . . + aN_2xN-1 pour quelques a, dans F,(k). 
Alors 
x =1*(x) =/*((bo + b,x + * * * + bN_lXN-l)i, 1) 
= (b, + b,x + * * * + bN-lXN-l)f*i,l 
= (b, + b,x + * * * + bN-lXN-l)(UoX + alx2 + * * * + u~_~x~-~) 
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dans F,(P,N-‘) z F,(k)[x]/xN. I1 en ressort que a,b, = 1 en F,(k), et done que b, et b sont 
des unit&s. Cela achive la dlmonstration de I’ltape de r&currence, t done la dkrnonstration 
de la proposition. n 
Remarque 2.5. Cette proposition est inspirCe par le r&.&at de Grothendieck [I l] sur 
K,(PIx), mais la dtmonstration ici est plus compliquie puisque pour F g&n&al on ne 
dispose pas de moyen pour dtduire que x = i, 1 $ partir de la suite exacte 
0 + opn + Oan(l) + i*++l+ 0 
qui suffit pour la K-thCorie alglbrique g&e $ la relation de celle-ci avec les suites exactes de 
faisceaux cohkrents, ce dont on n’a pas fait un axiome pour F. 
03. Dl?MONSTRATION DU THliORItME: LE PROLONGEMENT DE F AUX SCHl?MAS SINGULIERS 
Definition 3.1. Soit k un corps. Un bon assemblage sur k est un schCma X quasi-projectif 
sur k, dont les composantes irrkductibles X1 et toutes leurs intersections X, n * * * n X,_ 
(considCrtes comme des sous-schtmas rCduits de X) sont lisses sur k. 
Remarques 3.2. Sif: X - Y est un morphisme quasi-projectif et lisse et si Y est un bon 
assemblage sur k, alors X I’est aussi. Car soient Y, les composantes irriductibles de Y. Les 
composantes irrCductibles de X sont celles des schCmas lisses f -‘( Y,). done elles sont 
ouvertes dans les / - ‘( Y,). Leurs intersections ont ouvertes dans les f - ’ ( Y,, n - - * n Y,.) 
qui sont iisscs et done ccs intersections ont aussi lisses. 
En particulier, si Y est un bon asscmblagc et si U est un sous-schema ouvert en Y. alors 
U est un bon assemblage. Si Y est un bon assemblage t B est un faisceau de O,-modules 
localement libres de type tini, alors les fib& vectoriel, projectif et en drapeaux, V1p, Pb et 
UM, sont des bons assemblages. 
II est evident qu’un schema X quasi-projectif sur k est un bon assemblage siet seulement 
si le schtma rtduit Xrcd I’est. 
LEMME 3.3. Soient X un schema quasi-projectifsur un corps k, et Yet Z deux rPunions de 
composantes irreductibles de X, telles que X = Y v Z. Si X est un bon assemblage, alors Y, Z 
et Y n Z le sont aussi. 
DPm. Puisque Yet Z sont r&unions de composantes irreductibles de X, il est tvident 4 
partir de la dbfinition qu’ils sont des bons assemblages. Reste 6 voir que Y n Z I’est. Soient 
p,, p,, * - . , P, des composantes irrkductibles de Yn Z. I1 faut vtrifier que P, n - - en P, 
est lisse sur k. Chaque P, est contenu dans une composante irriductible Q, de Y, et dans une 
composante irriductible R, de Z. Alors P, 2 Q, n Ri E Y n Z, et on trouve que P, est une 
composante irrCductible de Q, n R,. Or, celui-ci est lisse, puisque c’est I’intersection de 
composantes irrOductibles dans le bon assemblage X. On en dtduit que P, est ouvert dans 
* impliquc que P, n+ - *n P, 
::?I:, rQ,“,“x, n 
est ouvert dans l’intersection lisse 
. * * n R,, et ainsi que P, n * - * n P, est lisse. w 
Exemple 3.4. (Dayton-Weibel [S] 4.9) Soit L un complexe simplicial classique fini. 
Ainsi, L consiste dans un ensemble fini VL de “sommets” muni d’un ensemble S, de parties 
non-vides de VL (les “simplexes”) tel que lorsque SE S, et 0 # S’s S, alors S’E S,. Dans ce 
cas on dit que S’ est une face de S. 
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On associe i un tel complexe L I’anneau A[L] des coordonntks barycentriques: on 
prend variables T,. . . . , T,,, une pour chaque sommet de L, considere I’anneau des 
polyndmes sur ces variables Z [ T,,, . . . , T,], et en forme le quotient par les relations 
TO + T, + - * - + T. = 1 et 0 = (niE,Ti) pour chaque partie non-vide de sommets J qui 
n’est pas un simplexe de L. Pour tout corps k, on pose k[L] = k &Z[L], l’anneau des 
coordonnies barycentriques a coefficients dans k. 
Alors Spec(k[L]) est un bon assemblage sur k. Ses composantes irreductibles ont des 
espaces affines Ai = SpeC(k [ Ti, i E S]/c Ti = 1) 06 S est un simplexe maximal de L et d est 
la dimension du simplexe S. Les intersections de composantes irreductibles ont des espaces 
affines Spec(k[ Ti, in F]/x Ti = 1) ou F est un simplexe de L. 
PROPOSITION 3.5. Soient k un corps et F un foncteur contravariant sur la cattgorie des 
schimas quasi-projectifs et lisses sur k, vers la catigorie des spectres multiplicatifs (1.1). 
Supposons que F satisfait d l’axiome de Mayer-Vietoris 1.3. Alors F se prolonge naturellement 
en un foncteur FH contravariant sur la categoric des bons assemblages sur k. FH est 
caracterisi par les trois proprietes suivantes: 
3.5.1: I1 existe une equivalence naturelle dhomotopie sur la cattgorie des X quasi- 
projectifs et lisses sur k: F(X) S FH(X) 
3.52: Si X est un bon assemblage sur k, et si i: Xlcd + X est rimmersion canonique du 
schema riduit associe a X ([12] I 4.5), alors i*: FH,(X); FH,(X,,d) est un isomorphisme. 
3.5.3: Si X est un bon assemblage sur k, et Y et Z deux Gunions de composantes 
irrJductibles de X telles que X = Y u Z, alors les j7Pches Pvidentes donnent une fibration 
homotopique: 
FH(X)+ FH(Y) x FH(Z)+ FH(YnZ) (3.5.3. I) 
h laquelle est associee la suite exacte de groupes d’homotopie 
**a+ FH,(X)-, FH,(Y)@ FH,(Z)+ FH,(YnZ)+ FH,_,(X)+--*. (3.5.3.2) 
DCm. La construction suivante, plus commode que I’orginelle, m’a tte suggeree par 
Gabber. Pour X un schema sur k, considerons la catigorie iqpLisse(k)/X = L/X, dont les 
objets sont les morphismes f: C + X de schtmas sur k, oti C est irriductible, quasi-projectif 
et lisse sur k. Un morphisme (CJ) + (C’J’) dans L/X est un morphisme c:C + C’ de 
schemas ur k tel que / = f ‘c. Notons encore F sur L/X le foncteur contravariant qui est le 
compose de F sur qpLisse(k) et du foncteur d’oubli L/X + qpLisse(k) qui envoie (C, f) sur 
C. Alors on pose 
FH(X) = holim F z W(L/X; F) 
(LIXYP (3.5.4) 
C’est la limite homotopique de F le long de (L/X)op, I’hypercohomologie de la categoric 
L/X i coefficients dans le prifaisceau F (voir [21] 5.13, inspire par [6] XI). 
Rappclons de [6] XI cette hypercohomologie. Soient M une catlgorie et G: Mop -I Spec- 
tres un foncteur contravariant sur M (variantes: G prend ses valeurs dans la catlgorie des 
espaces topologiques ou dans celle des ensembles impliciaux). On considtke le spectre 
cosimplicial (espace cosimplicial) n:G de [6] XI 5.1. En degre p, c’est le produit des GM,. 
un facteur pour chaque suite de longeur p de morphismes en M: M, c M, c. . . +- Mr. 
Pour chaque morphismc roissant de nombres ordinaux finis cp: p + q (c.-d-d., pour chaque 
morphisme cp dans A) I’oplratcur correspondant ~0: npG + nqG est tel que son compose 
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avec la projection sur le facteur index6 par M0 c * - SC M, tgale le compose de la 
projection sur le facteur indexe par M, c - * . c M,, et de la fleche GM,, + GM, induite 
par le compose M,, + M, de morphismes dans la suite indexante M,, c * * * c M,. Ce 
spectre (espace) cosimplicial est l’analogue du complexe canonique pour calculer la cohom- 
ologie de M (voir [18] 01, [9] App. II $3). La limite homotopique de G le long de MOP, 
holim ,,,‘J G), est le spectre (l’espace) total du spectre (espace) simplicial n * G, pourvu que 
n*G soit “fibrant”, une condition technique a laquelle n*G satisfera du moins apres 
remplacement de G par un foncteur convenable t equivalent a I’ancien G a homotopie prb 
([21] 5.2,5.39). Dans le cas oti G prend ses valeurs en spectres, l’espace zero du spectre holim 
G est l’espace qui est la limite homotopique du diagramme des espaces zeros de G ([21] 5.6). 
Done les constructions dans ces deux cas sont compatibles. I1 existe une suite spectrale (une 
suite spectrale “frangte” dans le cas ou G prend ses valeurs en espaces): 
Es*” = H’(M, x,G) =a ~,_,,W(hf; G). (3.5.5) 
ou HP(M; ) est la cohomologie ordinaire de MoPI le p-ime foncteur derive de H’(A4; ) 
= Km,,, sur la catlgorie des foncteurs a partir de Mop vers la categoric des groupes 
abeliens ([S] XI $7, [21] 5.13). Des formules ividentes donnent un produit de spectres 
cosimpliciaux (n&G) A (n:H) -+ fl;trxN(G A H) et done un cup-produit exterieur 
W(M; G) A W(N; H) + W(M x N; GA H). (3.5.6) 
Lorsque G est un spectre multiplicatif, ce produit pour M = N et G = H, le produit 
G A G + G et le morphisme induit par la diagonale A4 + M x M munissent W(M; G) d’un 
cup-produit, et ainsi dune structure de spectre multiplicatif. 
Vtrifions que la construction W(L/X; F) = FH(X) satisfait aux CnoncCs de la proposi- 
tion. Quant i 3.5.1, notons que I’hypothbc de 3.5.1 implique que FX est d&i. Alors, 
les fleches c: C-,X pour (C, c) dans L/X induisent des morphismes compatibles Fc: 
FX -+ FC, et done un morphisme vers la limite homotopique FX -, W(L/X; F) = FH(X). 
On veut que ce morphisme soit une equivalence d’homotopie. Si X est aussi irreductible, 
alors X est un objet de L et L/X possede un objet initial 1: X -+ X. Or, si M a un objet 
initial, Mop a un objet final, et W(M; F) est equivalent a la valeur de F A cet objet. On peut le 
voir en considtrant la suite spectrale 3.5.5 qui dtgtntre puisque lim,., est I’tvaluation a 
l’objet initial et RPlimM,p = 0 pour p > 0 i cause de I’exactitude de ce foncteur &evaluation. 
Done, FX + W(L/X; F) = FH(X) est une equivalence d’homotopie lorsque X est irrtduct- 
ible, quasi-projectif et lisse sur k. Si X est lisse, mais pas irreductible, soient X 1, . . . , X, les 
composantes irreductibles de X. Alors L/X est le coproduit des L/X,, et ainsi W(L/X; F) est 
le produit des W(L/X,; F). Or, {X,} est un recouvrement de X par des ouverts disjoints. 
Alors, une recurrence facile sur le nombre de composantes, en utilisant I’axiome de 
Mayer-Vietoris 1.3, donne que FX iquivaut au produit des FXi* I1 en ressort que 
l’augmentation FX + lhl(L/X; F) est le produit des augmentations des XI lesquelles ont 
deja connues d’etre equivalences FX, S W(L/X,: F), et done que I’augmentation de X est 
aussi une equivalence. Cela acheve la verification de 3.5.1. 
L’tnoncl 3.5.2 est evident, puisque L/X = L/X,,* d’aprts [ 121 I 4.5.10. 
Quant a 3.5.3, itant donne ses hypotheses, on veut que le carre 
W(L/X; F) --, W(L/Y; F) 
1 1 (3.5.7) 
W(L/Z; F) + W(L/Yn Z; F) 
soit homotopiquement cartesien. Or, si on se donne c: C + X dans L/X, ce morphisme se 
factorise a travers ou You Z puisque C est irriductible. En effet, une suite de morphismes de 
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L/X,X+C,+- - * +- C,, est ou une suite de L/You une suite de L/Z. Les suites de L/X qui 
sont i la fois dans L/Y et LIZ sont exactement les suites de L/Y n Z. Alors, on voit que le 
carrt de spectres cosimpliciaux (35.8) indexes par ces suites est cartesien en chaque degri, et 
done est homotopiquement car&en lorsque les spectres ont “fibrants” 
11 en ressort que le carre des spectres totaux (3.5.7) est homotopiquement cartesien, ce qui 
donne 3.5.3 (Cf. [21] 3.16). 
Reste a dimontrer que les proprietts 3.5.1,3.5.2 et 3.5.3 caractkisent ce FH. Or, si FH’ 
est un autre prolongement qui satisfait a ces proprietes sur la categoric des bons assem- 
blages, on a des applications naturelles: 
FH’(X) -. W(L/X; FH’) .= W(L/X; F) = FH(X). (3.5.9) 
La deuxieme de ces applications est une equivalence d’homotopie puisque FC ; FH’C est 
une equivalence pour chaque C de L/X d’aprts 3.5.1 pour FH’, ces equivalences alors 
induisant une equivalence sur l’hypercohomologie ([6] XI 5.6, [21] 5.8). D’ailleurs, la 
premiere application de 3.5.9 est aussi une equivalence d’homotopie. C’est clair dans le cas 
oti X est irreductible et lisse, par l’argument de la vtrtilication de 3.5.1. On demontre le cas 
general par une double recurrence facile sur la dimension de X et sur le nombre de 
composantes irreductibles. Pour faire le pas de recurrence on Ccrit X = Y u Z ou Y est une 
composante irreductible et Z est la reunion des autres telles composantes. Puis on applique 
le lemme des cinq aux suites exactes donnees par 3.5.3 pour FH’ et par 3.5.7 pour 
W(L/ ; FH’) z W(L/ ; F). Sur Y, Z et Y n Z ces applications dc FH’ vers W(L/ ; FH’) sont 
des equivalences grace aux hypotheses de recurrence. Car Y et Z possedent moins de 
composantes irriductiblcs que X, tandis que Yn Z est de dimension plus basse. Alors le 
lemme des cinq donne que cette application est une equivalence sur X, ce qui acheve le pas 
de recurrence. Done les applications de 3.5.9 donnent une equivalence d’homotopie entre 
FH’ et FH, ce qui montre que les propriites 3.5.1-3.5.3 caracterisent FH. = 
PROPOSITION 3.6 On retient les hypotheses de 3.5. Soient X un bon assemblage sur k, U et 
V deux sous-schemas ouverts en X. Alors, il existe une suite exacte de Mayer-Vietoris: 
. ..~FH.(UuV)~FH,([I)~FH,(~3FH,(UnV)-rFH,_,(UuV)-r... 
(3.6.1) 
qui est associee ci une jibration homotopique de spectres: 
FH(U u V) + FH(U) x FH( V) -+ FH(U n V). (3.6.2) 
L’augmentation vets le spectre dhypercohomologie de Zariski ([2 l] $1) est une Cquival- 
ence dhomotopie: 
FH(X); W(X,,,; FH). (3.6.3) 
Dem. L’iquivalence 3.6.3 ressort de 3.6.2 grace a l’argument de Brown-Gersten, [7] 
Thms. 3 et 4, ou [21] 2.5. Pour demontrer 3.6.2 on se sert d’une double recurrence sur la 
dimension de X et sur le nombre de composantes irreductibles de X. Si X est de dimension 0 
ou posstde une seule composante irreductible, alors le bon assemblage Xrcd est lisse; et on a 
le resultat grace ri l’axiome 1.3,3.5.2 et 3.51. Cela commence la recurrence. Pour faire un pas 
de recurrence, en supposant que X n’est pas irriductible, on Ccrit X = Y u Z ou Y est une 
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composante irriductible et 2 est la r&union des autres composantes irrkductibles. Alors, on 
connait le risultat pour (U u v) n Y, (U u v) n 2 et (U u v) n ( Y A Z) par I’hypothkse de 
kwrence. Done les deux coionnes du droite et du millieu de (3.6.4) sont des fibrations 
homotopiques de spectres. 
FH(Uu V) 3 FH((Uu V)n Y) x FH((LIu V)nZ) 4 FH((Uu V)n(YnZ)) 
1 1 1 
FHCU) FH(tJnY) x FH(UnZ) FH(Un(YnZ)) 
pH;v) 
4 X + 
FH(Vn Y) x FH(VnZ) FH(Vn;YnZ)) 
1 1 1 
FH(Un P’) -, FH((Un V)n Y) x FH((Un V)nZ) + FH((Un V)n(YnZ)). 
(3.6.4) 
Toutes les lignes sont des fibrations homotopiques d’aprks 3.5.3. Alors le lemme de 
Quetzalcoatl donne que la colonne ri gauche est une fibration homotopique, ce qui achlve le 
pas de rtcurrence. 4 
PROPOSITION 3.7. On retienr les hypothises de 3.5 et on suppose de plus que F sur la 
caGgorie des schPmas quasi-projectifs et lisses sur k satisfait aussi d l’axiome Jhomoropie 1.2. 
Dans ce cas le prolongement FH possPde la propritrP d’homotopie suivante: soient X un bon 
assemblage et p: W + X un fibrd vectoriel ou mOme un lorseur sous un jibr6 vecloriel sur X. 
Alors p*: FH(X)s FH(W) esl unc Pquivalence Jhomotopie, c’est-&dire que p*: 
FH, (X) 1 FH,( W) esr un isomorphisme de groupes. 
DPm. Lorsque X est lisse I’t?nonck se rCduit A la Proposition 2.3. On en dkduit I’&onck 
pour X un bon assemblage gtkkral par la double rkurrence usucllc sur la dimension de X et 
sur Ie nombre de composantes irrkductiblcs dc X commc ci-dessus. Pour faire le pas de 
rtcurrcnce on utilisc Ie lemme dcs cinq appliqut au diagramme (3.7.1) dont les lignes sont 
des fibrations homotopiques d’aprb 3.5.3. 
FH(X = YuZ) 4 FH(Y) x FH(Z) + FH( Yn Z) 
1 1 





Remarque 3.8. Si I’on applique le procCdi de prolongemcnt 3.5 au foncteur de la K- 
thiorie algkbrique, le r&hat KH n’est pas la K-thkorie algkbriquc des schimas singuliers, 
mais plut6t la K-thkorie algibrique homotopique KH de Weibel [24]. En effet la K-thkorie 
homotopique satisfait aux conditions 3.5.1, 3.5.2 et 3.5.3 lorsque X est afine d’aprb [24] 
1.2, 2.3 et 2.2 (Cf. [223 9.8). Chaque X quasi-projectif sur k posside une r&solution de 
Jouanolou, un p: W + X qui est un torseur sous un tibri vectoriel et qui est tel que West 
affinc (Cl43 1.5, ou [24] 4.3). D’aprts [24] $4. p*: KH(X) G KH( W) est unc kquivalcnce 
d’homotopie sur la K-thkorie homotopique KH, et on en conclut quc ce KH(X) satisfait 
aux conditions 3.5.1-3.5.3 pour tous les bons assemblages X. Done, c’est le prolongement 
don& par 3.5, grlce g I’unicitl du prolongement ayant ces propriltb. 
Un morphisme ‘I: F + K des thkories sur les schkmas lisses quasi-projectifs ur k induit 
un morphisme nature1 de spectres multiplicatifs q: FH -+ KH par naturalit du prolonge- 
ment. 
D’ailleurs, puisque K(X) est dkj.ji dtfini sur les bons assemblages X, on a une application 
naturelle K(X) + KH(X). C’est le morphisme vers la limite homotopique (3.5.4) induit par 
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les morphismes compatibles c* : K(X) -, K(C) pour les C + X dans L/X. Cette application 
est une equivalence lorsque X est lisse d’apres 3.51. 
Rernarque 3.9. Les enon& de 2.2 sur W (X,,,; BGL,) sont valides pour tous les schemas 
X. Done, si F satisfait aussi a l’axiome d’unitts 1.4, et si X est un bon assemblage, on a une 
application naturelle d’espaces, induite par le 4 de 2.2 
HO) 
w (Xx,,; BGL,) + WUX; W(( )z.r; gGL,))- W(L/X; F) = FH(X). (3.9.1) 
Ainsi, pour X un bon assemblage, on a encore en prenant n, de cette application un 
morphisme nature1 d’ensembles 4: Pit(X) -+ FH,(X) tel que le carrt (3.9.2) commute. 
Pit(X) A FH,(X) 
1 IS (3.9.2) 
K,(X) 4 K&(X). 
PROPOSITION 3.10. Soient k un corps, F un foncteur qui satisfait aux axiomes 1.1-1.5, et 
FH le prolongement de F d la categoric des bons assemblages don& par 3.5. Soient X un bon 
assemblage, Q un CJ,-module localement libre de rang n + 1, et p: PBx -+ X lefibrk projectif 
associt!. Alors il existe une equivalence d’homotopie: 
l-f “+‘FH(X) =. FH(W,) (3.10.1) 
et done un isomorphisme de groupes dhomotopie: 
@ “+‘FH,(X) 2 FH,(PQx) (3.10.2) 
oti ces deux equivalences sont don&es par la formule: (a,, a,, . . . , a.)++(p*u,, + x’p*a, 
+ * - * + x”p*a,) oli x = 4[0(1)] pour le 4: Pic(!PB,) -+ FH,(lPBx) de 3.9. 
Dem. Comme en 3.6 et en 3.7, la recurrence habituelle utilisant le lemme des 
cinq ram&e ce problime au cas ou X est lisse sur k. Dans ce cas la Proposition 2.4 donne le 
resultat. n 
COROLLAIRE 3.11. On retient les hypotheses de 3.10 sauf que l’on suppose que d est un 0x- 
module localement libre de type jini sans demander que son rang soit constant. Soient p: 
PB, -, X lejibre projectif associe et q: EM’, 4 X lefibre en drapeaux (complet, C.-d-d. de type 
(1, 1, * . . , 1) C12119.9). Soit n: FH + KH fapplication naturelle de 3.8; Alors les flkches 
suivantes sont des monomorphismes scindts: 
p*: FH,(X)HFH,(P~~) (3.11.1) 
p*: KH,(X)++KH,(PCT’~) (3.11.2) 
p*: coker q,(X)wzoker ~+(lFpbx) (3.11.3) 
q*: FH,(X)++FH,(lWx) (3.11.4) 
q+: KH,(X)+-+KH,(D&,) (3.11.5) 
q*: coker q,(X)++coker q+(DQx) (3.11.6) 
Dem. X est la reunion disjointe de ses composantes connexes, qui sont ouvertes dans X. 
Alors, on se ram&e au cas ou X est connexe g&e a Mayer-Vietoris 3.6. Dans ce cas B est 
de rang constant, disons de rang n + 1. Alors le morphisme (3.11.1) est scindi par la 
projection sur le facteur index& par 1 = x0 dans l’equivalence (3.10.2). Le morphisme (3.11.2) 
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n’est qu’un cas particulier de (3.11.1). Les isomorphismes de (3.10.2) pour FH, et KH, sont 
compatibles et done induisent un isomorphisme sur les conoyaux: 
@ “+I coker q*(X) z coker q*(Pbx) (3.11.7) 
11 en ressort que (3.11.3) est un monomorphisme scindi. 
Sur PB, il existe un fibri vectoriel canonique de rang n, 9, qui se trouve dans la suite 
exacte canonique: 0 -+ 9 + p*b + C?( 1) + 0. Le fibrS en drapeaux DQ sur X est canonique- 
ment isomorphe au fibri en drapeaux DF sur [FDb. Par rkcurrence sur le rang de 6, on icrit 
done Db comme la fin d’une suite de fib& projectifs successifs: 
u&T+.** + PF&# + Pb, + x. (3.11.8) 
Ainsi on dCduit (3.11.4), (3.11.5) et (3.11.6) de (3.1 l.l), de (3.11.2) et de (3.11.3) respectivement. 
94. LA FIN DE LA DliMONSTRATION: LE PRINCIPE DE SCINDAGE ET LE DkCALAGE DE 
DAYTON-WEIBEL 
LEMME CRITIQUE 4.1. Soient k un corps, F unjoncteur qui satisfait aux axiomes 1.1-1.5, 
FH son prolongement aux bons assemblages (3.5), et X un bon assemblage. Alors l’image de 
‘I: FH,(X) + KH,(X) contient fimage de K,,(X) + KH,(X). (Ici, les morphismes sont ceux 
de 3.8.) 
Dim. 11 sufit dc d&mo&er pour chaque faiseau 8 de 0,-modules localement libres de 
type fini que la classe [&‘I de & dans K,(X) va sur zlro dans coker qo( X) via le composi des 
morphismcs canoqiqucs K,(X) -+ KH,(X) + coker qO(X). Soit q: lIDcP + X le fibrt en 
drapeaux associk B 6. D’aprts 3.1 I, il sufit que q+[Q] aille sur zero dans coker Q,(DB). Or, 
sur Dd, q*& admct une filtration canonique 
0=.FF,~9,~“‘~.F”+, =B (4.1.1) 
telle que tous les 9,+,/F, sont des faisceaux inversiblcs. Alors dans K,(&?‘), q*[&] 
= c cs,+ I/S,1 es un Gment du sous-groupe engendrt? par I’image du morphisme * 
d’ensembles 4: Pic( EM) + K,(DI). D’aprts la factorisation (3.9.2), I’image de ce sous- 
groupe en KH,(UM) est contenue dans I’image de ‘I: FHO(Db) + KH,(Db), et done va sur 
z&o dans coker I,,, comme I’on veut. w 
COROLLAIRE 4.2. On retient les hypothtses de 4.1 et on suppose de plus que X est le produit 
Jibrt! Spec(k[L])@, Y, oti Y est quasi-projectiS et lisse sur k et Spec(k[L]) est le bon 
assemblage associt ri un complexe simplicial L. comme en 3.4. Alors r,v FH,(X) + KH,(X) est 
un t!pimorphisme. 
DPm. D’apres 4.1, il suffit de dbmontrer que K,(X) -+ KH,(X) est un ipimorphisme. 
Or, dans ce cas c’est mZme un isomorphisme selon [24] 1.5, puisque X est K,-rbgulier 
d’aprts [8] 4.9. n 
LEMME 4.3. (Dayton-Weibel [S]): On retient les hypoth&es et les notations de 4.1 et de 
4.2. Alors il existe une suite spectrale: 
Eseq = H“(L; FH,( Y)) = FH,_,(k[LJ @k Y) (4.3.1) 
dont le terme E, est la cohomologie classique du complexe simplicial L d coefficients dans les 
groupes abtliens FH,( Y). 
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Dim. Voir [8] 5.2; En bref, on dCduit de 3.5.3 appliqut aux squelettes de L, en se 
rendrant compte que les composantes irrlductibles du p-squelette sont les p-simplexes de L, 
qu’il existe une suite spectrale pour FH,(k[L] @k Y) dont le terme EFq est 
$ FH,(k[a] @ t Y), la somme Ctant index6 par les p-simplexes 17 de L. Or, k[a) CSk Y est 
isomorphe B AP x Y, et ainsi FH,(k[a] @, Y) est isomorphe H FH,( Y) d’apris la prop&t 
d’homotopie 3.7. C’est assez facile de verifier que les diffkrentielles d, sont les bords usuels 
dans le complexe canonique pour calculer la cohomologie simpliciale, et done que le terrne 
E$sq est HP(L; FH,( Y)), ce que I’on requiert. (Cf. [21] 3.15). n 
4.4. Maintenant, on va achever la dimonstration du thiorZme 1.10. Soit Y quasi- 
projectif et lisse sur k. On veut dlmontrer pour chaque n que q: F,( Y) + K,(Y) est surjectif. 
D’abord, supposons que Y soit aussi affine. Soit A”[n + l] la n-sphere simpliciale: 
k[A”[n + l]] = k[T,,, T,, . . . , T,+,]/(Z-, + * * * + T,,, = 1, ToTI . . . Tn+l = 0). 
Puisque la projection Spec(k[A”[n + l]]) x Y -+ Y posstde une section (par exemple, en 
un sommet de A”[n + l]), on voit que FH,( Y) = H”(Ao[n + 11; FH,( Y)) est un facteur 
nature1 de FH,(k[A”[n + l]] @k Y). En effet, cela donne un facteur constant dans la suite 
spectrale de (4.3.1) pour L = A”[n + 11, lequel est tout le terme Ei,,. D’ailleurs, la 
cohomologie de la n-sph$re, HP(A”[n + 11; FH,( Y)), est ztro sauf dans les deux cas p = 0 et 
P = n pour lesquels elle est isomorphe zi FH,( Y). Ces deux faits impliquent que la suite 
spectrale de 4.3 pour FH, autant que celle pour le cas particulier KH, dCg&n&re sur 
A”[n + 11. II en r&&e que l’on dispose des isomorphismes horizontaux dans le 
diagramme: 
FHo(kCA”Cn + 111 C3k Y) = FH,( Y-J CD FH,( I’-) s Fo(Y)cDF,(Y) 
1’1 1 rl@s 1 v@s (4.4.1) 
KHo(kCA.“Cn + 111 @,i Y) = KH,( I’)@ KH,( I’) E Ko( u) @ K,( 0. 
Dow pour conclure que q: F,( I’) + K,( I’) est surjectif, il suffit de dCmontrer que 
tf: FH,(k[A”[n + l]] @k Y) + KH,(k[A”[n + l]] @k Y) est surjectif. C’a CtC fait en 4.2. 
Cela donne le r&&at 1.10 lorsque Y est affine en plus d2tre lisse sur k. Or, si Y est quasi- 
projectif et lisse sur k, d’aprts [ 143 1.5 ou [24] 4.3 il existc une r&solution de Jouanolou, un 
torseur p: W-r Y sous un fibr6 vectoriel tel que W est affine. Puisque p* est un isomor- 
phisme sur F, et K, d’aprts 2.3, on ram&e la dimonstration de 1.10 au cas oli Y est affine 
et lisse sur k. CQFD. 
Remarque 4.5. Gabber a observC que cette dtmonstration donne pour chaque complexe 
simplicial fini L que FH,(k[L] BY) -B KH,(k[L] @ Y) est surjectif, c’est-g-dire que 
no Map( L, F( Y)) -+ no Map( L, K( Y)) est surjectif. Cela ne manque que de peu pour dire que 
F(Y) + K( Y) est scind6 dans la cattgorie d’homotopie faible au sens de [l] p. 187. En effet, 
il y a une section de la tltche en induite par la restriction B un sous-complexe de type fini 
quelconque du C W complexe de I’espace ztro de K(Y). 
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